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Prezado(a) Alano(a),

Seja bem-vindo a uma nova etapa da sua formacéo. Estamos aqui para auxilid-lo numa jornada rumo ao

aprendizado e conhecimento.

Vocé esta recebendo o material didatico impresso para acompanhamento de seus estudos, contendo as

informacgodes necessarias para seu aprendizado e avaliacao, exercicio de desenvolvimento e fixacdo dos conteudos.

Além dele, disponibilizamos também, na sala de disciplina do CEJA Virtual, outros materiais que podem

auxiliar na sua aprendizagem.

O CEJA Virtual é o Ambiente virtual de aprendizagem (AVA) do CEJA. E um espaco disponibilizado em um
site da internet onde é possivel encontrar diversos tipos de materiais como videos, animacoes, textos, listas de
exercicio, exercicios interativos, simuladores, etc. Além disso, também existem algumas ferramentas de comunica-

¢do como chats, féruns.

Vocé também pode postar as suas duvidas nos foruns de duvida. Lembre-se que o férum nao é uma ferra-
menta sincrona, ou seja, seu professor pode nao estar online no momento em que vocé postar seu questionamen-

to, mas assim que possivel ird retornar com uma resposta para vocé.

Para acessar o CEJA Virtual da sua unidade, basta digitar no seu navegador de internet o seguinte endereco:

http://cejarj.cecierj.edu.br/ava

Utilize o seu numero de matricula da carteirinha do sistema de controle académico para entrar no ambiente.

Basta digita-lo nos campos “nome de usuario” e “senha”.

Feito isso, clique no botao “Acesso”. Entao, escolha a sala da disciplina que vocé esta estudando. Atencao!
Para algumas disciplinas, vocé precisara verificar o numero do fasciculo que tem em maos e acessar a sala corres-

pondente a ele.

Bons estudos!
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Analise
Combinatoria 2

Para inicio de conversa...

Como todo brasileiro, vocé deve ter seu time de futebol preferido. Ou se
nao gosta de futebol, deve torcer para uma equipe de basquete, voley ou outro
esporte onde se faz necessario um grupo de atletas. Ja parou para pensar na dor

de cabeca que o técnico tem todas as vezes que precisar escalar seu time?

Obviamente, o técnico leva em conta as condicbes fisicas, técnicas, em suma,

a capacidade de cada atleta. Mas mesmo assim, sdo vérias formagdes possiveis.
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Geralmente uma equipe de futebol de saldo consta de 7 atletas, sendo que
apenas 5 entram em quadra. Quantas formacdes possiveis podemos fazer com
esses atletas? Este € um problema comum na andlise combinatoéria. Serd que te-

mos outros?
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Por exemplo, olhe os seus colegas a sua volta na sala de aula. Caso resolvam eleger uma comissao represen-
tativa para a turma, sendo esta equipe formada por trés alunos. Vocé consegue visualizar quantas comissdes podem

ser formadas?

E se essa comissao tiver funcdes distintas, por exemplo presidente, secretario e tesoureiro? O calculo é o mesmo?

Obviamente, se montarmos a arvore de possibilidades, poderemos chegar ao resultado. Todavia, sera que existe

outra maneira de achar este mesmo resultado?

Na préxima secdo veremos a partir de exemplos praticos como utilizar alguns métodos de contagem.

Objetivos de aprendizagem

= Identificar e resolver problemas que envolvam arranjo.
= |dentificar e resolver problemas que envolvam combinacéo.
= |dentificar e resolver problemas que envolvam permutacdo com repeticao.

= Conhecer o triangulo de Pascal.



Arranjo e Combinacao

Em nossa primeira aula de introducao da Analise Combinatéria conhecemos o Principio Fundamental da Con-

tagem. Vocé lembra o que diz esse Principio?

=4

Como vocé sabe o Principio Multiplicativo nos diz que sempre devemos multiplicar os nimeros de possibili-

dades das tarefas a serem realizadas.

Nessa aula voltaremos a discutir sobre o principio fundamental da contagem e a postura que devemos tomar
para resolver exercicios de andlise combinatéria. Temos sempre que nos colocar no lugar da pessoa que tem que

tomar as decisbes em cada tarefa.

Vamos mostrar alguns exemplos de como podemos aplicar as técnicas de contagem em exemplos praticos.
Além de mostrar possiveis erros. E possivel percebemos nestes exemplos que a base para as técnicas utilizadas é o

principio fundamental da contagem.

Exemplo 1: Os alunos de uma determinada turma da escola ABC
precisam eleger dois professores de sua turma, um para ser o repre-
sentante da turma e o outro para ser o suplente. Eles resolvem tomar
esta decisdo de forma aleatéria. Quantas possibilidades sdo possiveis
para escolher estes dois professores, sabendo que esta turma possui

12 docentes?

Resolucao:

Para resolvermos esta questao o primeiro passo é nos colocar-

mos na posicao dos alunos que irdo escolher estes professores. Os discentes terao duas tarefas a cumprir.

TAREFA 1: decidir qual professor sera o representante: 12 possibilidades (pode escolher qualquer um dos 12

professores)

TAREFA 2: decidir qual professor sera o suplente: 11 possibilidades (pode escolher qualquer um dos 11 restan-

tes, ja que 1 professor ja foi escolhido para representante)

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Temos entao

TAREFA1 TAREFA2
12 11

Pelo Principio Multiplicativo, temos: 12-11 = 132 possibilidades.
Logo sdo 132 possibilidades de escolhas de 1 representante e 1 suplente.

Observe que a posicdo ocupada pelo professor altera na resposta final, pois escolher os professores de Mate-

matica e de Fisica pode trazer duas respostas possiveis:
Representante: Matematica e Suplente: Fisica
Ou ainda
Representante: Fisica e Suplente: Matematica.
Nestes casos onde a ordem altera o resultado, chamaremos de Arranjos.
Note que temos 12 elementos tomados 2 a 2.
Isto nos d&
12.11, mas se generalizarmos o problema. Se forem 12 professores selecionados em grupos de k elementos?
Teremos:

|12.(12-1).(12—2). e (12-(k-1))
\4

Produto de k fatores

Queremos dizer o seguinte, se forem 3 professores teremos 12.11.10

Se forem 4 professores teremos 12.11.10.9. preste atencao sempre no ultimo termo do produto para vocé en-

tender a expressao acima.

E se generalizarmos mais ainda. Vamos fazer n professores separados em grupos de k professores. Teremos

n(n-1)(n-2)...n-(k-1))(n-k)! Dividindo toda a expressao por (n-k)! temos um arranjo An,k

nk:n(n-1)(n-2)...(n-(k—1))(n-k)!: " logo,
' (n-k)! (n-k)!




Exemplo 2: O professor Euler precisa escolher 2 alunos de sua turma para pegar os livros que estdo na bibliote-

ca da escola. Sabendo que sua turma tem 15 alunos, de quantas maneiras Euler podera fazer esta escolha?

Resolucao:

Novamente temos que nos colocar na posicao do professor que ira esco-

lher os alunos. Temos assim 2 tarefas a realizar.

TAREFA 1: escolher o primeiro aluno que vai a biblioteca pegar os livros:

15 possibilidades (pode escolher qualquer um dos alunos)

\ TAREFA 2: escolher o segundo aluno que vai a biblioteca pegar os livros:

14 possibilidades (pode escolher qualquer um dos 14 alunos que ainda nao fo-

ram escolhidos)

Pelo Principio Multiplicativo temos 15-14 = 210 possibilidades.

No entanto esta resposta estd errada! Vocé sabe responder por que? Onde estd o erro?

Uma dica: Em problemas de contagem este erro é comum, pois a forma como resolvemos acima foi bastante

intuitiva e ndo parece ter falha alguma.

O erro estd em pensarmos que temos duas tarefas a realizar, pois quando pensamos desta forma estamos di-
zendo que tem uma ordem em que 1° tem que ser escolhido um aluno e depois tem que ser escolhido outro, quando

na verdade isto ndo ocorre.

Para listar algumas possibilidades de escolha denominando os alunos pela letra A seguida do seu nimero de

chamada, ou seja, A1, A2, A3,...até 0 A15:

1. AleA2
2. AleA3
3. A2eAl

4. A3eAl

Analisando a lista vemos que no primeiro caso escolhemos primeiro o aluno A1 e depois o aluno A2 e no ter-
ceiro caso escolhemos primeiro o aluno A2 e depois o aluno A1. Nesse caso, temos que a escolha 1) e a escolha 3) sao

as mesmas, pois os mesmos alunos foram escolhidos (os alunos A1 e A2). Assim, resolvendo da forma que fizemos,

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 43
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estamos contando cada possibilidade duas vezes. E este erro vem exatamente do fato de ter colocado uma ordem

na escolha dos alunos, o que neste caso ndo é necessario. A mesma analise poderia ser feita com as escolhas 2) e 4).

Entdo como devemos resolver este problema? Uma forma de resolvermos é imaginarmos como se tivéssemos
que escolher um e depois escolher outro como fizemos acima e depois “fazer um ajuste”. Assim, pelo resultado que
obtemos acima temos 210 possibilidades, no entanto, como ja vimos acima, cada uma destas possibilidades foi con-
tada duas vezes, ou seja, este resultado é o dobro da quantidade que queremos, assim devemos dividir este resultado

210
por dois. Logo, temos - =105, ou seja, a resposta final é que existem 105 possibilidades.
Entendeu? Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 3: O professor Euler precisa escolher 3 alunos de sua
turma para pegar os livros que estdo na biblioteca da escola. Sabendo

que sua turma tem 15 alunos, de quantas maneiras Euler podera fazer

esta escolha?
Resolucao:

Podemos resolver como fizemos no exemplo anterior. Supondo inicialmente que temos 3 tarefas e que
iremos escolher primeiro 1 aluno depois mais 1 aluno e por fim o ultimo aluno. Temos assim, pelo Principio
Multiplicativo 15-14-13 = 2730 possibilidades, mas sabemos que esta ndo € a resposta correta. Vejamos al-

guns casos:

1. A1,A2eA3
2. A1,A3eA2
3. A2,ATeA3
4. A2,A3eAl
5. A3,A2e Al

6. A3,ATeA2

Devemos notar que estes 6 casos na verdade se resumem a apenas uma possibilidade, que é a dos alunos AT,

A2 e A3, pois a ordem de escolha de cada um dos alunos ndo gera uma nova possibilidade.

O mesmo acontece se forem escolhidos os alunos A4, A5 e A6, por exemplo. Teremos 6 casos também:

1. A4,A5e A6
2. A4, A6eA5

3. A5 Ad4e b6



4. A5,A6e A4
5. A6,A5e A4
6. A6,Ad e A5
Por que se repetem sempre de 6 em 6? Isto ocorre, pois estamos apenas mudando a ordem dos trés alunos

escolhidos e isto como vimos na aula passada é um caso de permutacgao simples, como sdo trés elementos entao

temos P, =3!=6.

) 0 < -
Portanto, devemos dividir o resultado anterior por 6, isto &, =455 Temos entdo 455 possibilidades de

escolha.

E se fossem 4 alunos, o que teriamos que fazer? Teriamos:

15-14-13-12
41

Podemos continuar aumentando, com 5 alunos, com 6 e assim por diante.

Observe que no caso da escolha dos professores, a ordem de escolha influencia na resposta, pois estamos es-
colhendo com fungdes diferentes. Enquanto no caso da escolha dos alunos, independe de quem é o primeiro e quem

é o segundo.

Neste caso onde a posicao dentro do agrupamento ndo importa, temos as combinacdes que representaremos

da seguinte forma:
C, . isto é combinacao de n elementos tomados k a k.

Para determinarmos o nimero de combinac¢des vamos lembrar que com k elementos distintos n1, n2, n3, nk

podemos obter k! permutagdes. Lembra?
Basta trocar de posicdo cada elemento.
Isto significa que partindo de uma combinacdo obteremos k! arranjos dos n elementos separados k a k.

Qual serd entao o niumero de combinagdes? Bem, basta dividir o nimero de arranjos por k!. Assim:

n!
Coi= (n—k)lk!

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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“ S “E~  (Clique no link http://portaldoprofessor.mec.gov.

Navegar Favoritos  Ajuda

br/fichaTecnica.html?id=30962 e conheca o 4dudio
Mu\“’iﬂ\io\iﬂ\ visual “Quatro mil possibilidades!,Nele vocé
conhecerd Rafael e Julia que conversam sobre a
composicdo de um “prato” considerado saudavel, e
que utilizam conceitos relacionados a andlise
combinatéria. Com esse dudio visual vocé podera
determinar o numero de possibilidades da
ocorréncia de um determinado acontecimento

(evento), além de analisar uma situacdo do

cotidiano por meio da anélise combinatoria.

Devemos tomar cuidado ao escolher as tarefas que temos que realizar, pois podemos errar a questao com uma

escolha equivocada das tarefas. Vejamos o exemplo a sequir.
Exemplo 4: De quantas maneiras podemos formar um casal (homem e mulher) dispondo de 4 homens e 4 mulheres?
Solucao:
Podemos pensar em duas tarefas.
TAREFA 1: escolher 1 pessoa qualquer: 8 possibilidades.
TAREFA 2: escolher 1 pessoa do sexo diferente da escolhida na tarefa 1: 4 possibilidades.

Pelo Principio Multiplicativo, temos 8-4 = 32. Logo, temos 32 possibilidades de formar um casal, certo? Errado!

Vocé sabe onde estd o erro?

O erro esta na escolha das tarefas, pois na 12 tarefa escolhemos qualquer uma das 8 pessoas. Vamos chamar de

H1, H2, H3 e H4 os homens e as mulheres de M1, M2, M3 e M4. Vamos listar alguns casos possiveis:

1. HleM1
2. HleM2
3. M1eH1

4. M2eH1

Notemos que os casos 1) e 3) sdo iguais, pois formam o mesmo casal (0 homem H1 e a mulher M1) e 0 mesmo
ocorre nos casos 2) e 4). Assim, cada escolha esta sendo contada duas vezes, temos que dividir o resultado por dois,

ou seja, 32+2=16.
Logo temos 16 possibilidades de escolha de casal.

Mas poderiamos ter resolvido da seguinte forma, temos duas tarefas.



TAREFA 1: escolher T homem dentre os quatro homens: 4 possibilidades (H1, H2, H3 e H4)
TAREFA 2: escolher T mulher dentre as quatro mulheres: 4 possibilidades (M1, M2, M3 e M4)
Pelo Principio Multiplicativo, temos 4-4 = 16. Logo temos 16 possibilidades de escolha de casal.

Exemplo 5: Em uma festa, cada pessoa cumprimentou todas as outras. Sabendo que nesta festa tinha 20 pes-

soas, foram dados quantos apertos de mao?

Solucao: Neste exemplo a dificuldade estd em determinar as tarefas
a serem executadas pela pessoa que precisa contar o nimero de apertos de
mao. Uma boa estratégia é utilizarmos letras para representar as pessoas,
usemos as seguintes: P1, P2, ..., P20. Como temos que contar o nimero de
apertos de mao entdo é necessdrio que entendamos como usar as letras

(estou usando a palavra “letra” para representar P1, P2,., P20 como sendo

“letras” diferentes) para representar 1 aperto de mao, depois para represen-

tar 2 apertos de mao e assim sucessivamente. Um aperto de mao fica definido quando usamos duas letras, represen-
tando duas pessoas. Por exemplo, P1P20 significa que a pessoa P1 apertou a méao da pessoa P20, P1P10 significa que a
pessoa P1 apertou a mao da pessoa P10. Entao fazendo esta analise podemos perceber que cada aperto de méo pode
ser contado ao escolhermos duas letras. Entao nossa tarefa é determinar de quantas maneiras podemos escolher 2 le-
tras, dispondo de 20 letras. Escolher 2 objetos de 20 caracteriza arranjo ou combinacao, temos que verificar se quando
alteramos a ordem das duas letras geramos um novo aperto de méo ou se continuamos contando o mesmo aperto de

mao. Como P1P20 é o mesmo aperto de mao de P20P1 entdo este é um caso de combinagao simples.

TAREFA: Escolher 2 pessoas dentre 20, em que a ordem nesta escolha ndo importa, ou seja, ndo gera uma nova
contagem.
TAREFA
C(20,2)

20! 20-19-18!
2!18! 2-18!

Usando a formula de combinacao, temos C(20,2) = =190

Logo, nesta festa teve 190 apertos de mao.

Exemplo 6: Em uma determinada Instituicdo de ensino trabalham
10 professores de Matematica, destes 4 trabalham no Ensino Superior e o
restante no Ensino Médio. De quantas maneiras podemos formar uma co-

missdo de 3 pessoas de modo que:

a. quaisquer uns dos 10 possam ser escolhidos

-+
Y
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c. haja exatamente 1 professor do Ensino Superior na comissdo
d. pelo menos um seja do Ensino Superior

e. no maximo dois sejam do Ensino Médio

Solucéo:
a) Temos uma Unica tarefa para formar a comissao.

TAREFA: escolher 3 dentre 10 professores para formar uma comissao.

Novamente este exemplo caracteriza um problema de arranjo ou de combinacéo, temos entdo que verificar
se a ordem é ou nao importante, ou seja, se escolhermos os professores Joao, Clayton e Alessandra é uma comissao
diferente da comissao formada por Alessandra, Clayton e Jodo? A resposta é nao. E a mesma comissao, isto significa
que a ordem nao importa, assim temos um caso de combinacdo. Usaremos assim a férmula de combinacao.

! .9.8.7!
C(10,3) = 10! :10 9.8-7!
317! 6-7!

=120

Logo, temos 120 comissdes possiveis.

b) Nossa tarefa continua sendo escolher 3 professores, no entanto ndo podemos escolher professores do Ensi-
no Superior, assim temos 6 professores para escolher.

TAREFA: escolher 3 dentre os 6 professores do Ensino Médio.

Da mesma forma do item a, temos um caso de combinacao:

! .5.4.3]
C(6,3) 6! 6543.:

= = 20
313! 6-3!

Logo, temos 20 comissdes possiveis.

c) Neste item temos que dar atencao a palavra “exatamente”, pois alguns alunos acabam errando a questao por
nao prestarem atencao nesta palavra. Como temos que escolher exatamente 1 professor do Ensino Superior entao

esta comissdo serd formada por 1 professor do Ensino Superior e 2 professores do Ensino Médio. Neste caso te-
mos duas tarefas a realizar.

TAREFA 1: escolher 1 professor do Ensino Superior dentre os 4 que trabalham no Ensino Superior.
TAREFA 2: escolher 2 professores do Ensino Médio dentre os 6 que trabalham no Ensino Médio.

Para resolvermos cada uma das tarefas temos que usar a férmula da combinac¢ao pelo mesmo motivo dos itensa e b.

TAREFA 1 TAREFA 2
(4,1 C(6,2)




Cabe aqui uma observagao: para resolvermos a tarefa 1ndo precisamos necessariamente usar combinacao,
pois temos que escolher 1 pessoa dentre 4 possiveis e isto pode ser feito de 4 maneiras ja que qualquer um dos quatro

professores podem ser escolhidos.

Pelo Principio Multiplicativo, temos C(4,1) - C(6,2) =4 - 15 = 60, pois

| .31 | .5.41
443 L e B 654

m3r 1.3 2141 2.41

c4,1)

Logo temos 60 comissdes possiveis.

d) Para que tenhamos pelo menos (devemos ter cuidado com a palavra pelo menos) 1 professor do Ensino

superior as possibilidades sao:
) 1 professor Ensino Superior e 2 do Ensino Médio
1) 2 professores de Ensino Superior e 1 do Ensino Médio
1) 3 professores de Ensino Superior

Para todos os dois primeiros casos temos 2 tarefas: escolher professor(es) do Ensino Superior e escolher

professor(es) do Ensino Médio. J4 no caso lll) temos uma Unica tarefa que é escolher trés professores do Ensino Superior.
Usaremos o Principio Multiplicativo nos dois primeiros casos:
) C(4,1)-C(6,2) =415 =60
) C(4,2)-C(6,1) =66 =36
) Cci4,3)=4

Como podemos ter qualquer um dos trés casos entdo devemos somar todas as possibilidades, ou seja, 60 + 36

+ 4 =100 possibilidades.

Logo, sao possiveis 100 comissoes.

Podemos resolver este item de outra maneira: como tem que ter pelo menos 1 professor do Ensino Superior
entdo a Unica escolha que nao pode ocorrer é formar comissao com nenhum professor do Ensino Superior, entao
podemos tomar todas as comissdes possiveis e retirar as que ndo apresentam nenhum professor do Ensino Superior

(3 professores do Ensino Médio).

O numero total de comissdes possiveis foi calculado no item a) em que obtemos 120 comissdes. E 0 nimero
de comissdes com 3 professores do Ensino Médio é C(6,3) = 20, calculado no item b). Logo o total de comissoes é

120-20=100.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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e) Para termos no maximo dois professores do Ensino Médio analisemos os seguintes casos:
[) 2 do Ensino Médio e 1 professor Ensino Superior

I) 1 do Ensino Médio e 2 professores de Ensino Superior

[ll) 3 professores de Ensino Superior

Mas estes casos sdao os mesmos do item anterior. Logo temos 100 comissdes possiveis.

Exemplo 7: Um estudante deseja organizar melhor seus livros na es-
tante de sua casa. Para isto vai separar os livros de matematica, fisica e quimi-
ca, ou seja, nao colocard nenhum livro de uma disciplina junto com livro de
outra disciplina. Sabendo que ele possui 6 livros de Fisica, 7 de Quimica e 8

de Matematica, determine de quantos modos ele pode arrumar dentre os 21,

10 livros na estante, sendo 3 livros de Fisica, 3 de Quimica e 4 de Matematica.

Solucao: este é um exemplo que envolve varias técnicas que ja estu-
damos até agora. Primeiro passo é se colocar na posicdo do estudante que ird arrumar os livros na estante. As tarefas

que ele terd que realizar sao:

TAREFA 1: escolher a ordem das disciplinas na estante, ou seja, se primeiro colocara os livros de matematica ou

de fisica ou de quimica e depois ver qual sera a préxima disciplina até a ultima escolha.
Tarefa 2: escolher qual livro serd colocado na estante para cada disciplina.

Na tarefa 1 temos que trocar a ordem das disciplinas, ou seja, permutar, isto caracteriza permutacao e como

sdo trés disciplinas temos P3 =3!=6.
Na tarefa 2 temos trés subtarefas:
SUBTAREFA 1: colocar 3 livros de Fisica na estante, dentre 6.
SUBTAREFA 2: colocar 3 livros de Quimica na estante, dentre 7.
SUBTAREFA 3: colocar 4 livros de Matematica na estante, dentre 8.

Todas as trés subtarefas caracterizam ou arranjo ou combinacéo. Para decidirmos qual técnica de contagem
usar devemos verificar se mudando a ordem na escolha dos livros estamos mudando a arrumacéo dos livros na estan-
te, ou seja, colocar os livros de Fisica F1 F2 F3 nesta ordem na estante é o mesmo que colocar os livros F3 F2 F1 nesta
ordem? A resposta é ndo, pois ao mudarmos a ordem dos livros obtemos uma nova arrumacdo na estante e assim

temos um caso de arranjo. Temos assim:

SUBTAREFA 1 SUBTAREFA 2 SUBTAREFA 3
6-5-4 7-6-5 8:7-6-5




Temos assim:

TAREFA 1 TAREFA 2
6 120-210-1680

Pelo Principio Multiplicativo o total de arrumacdes possiveis na estante é igual a 254.016.000 !!! E isso mesmo,

o numero de possibilidades é mais de 250 milhdes!
Outra solucao possivel é realizarmos as seguintes tarefas:

TAREFA 1: escolher a ordem das disciplinas na estante, ou seja, se primeiro colocara os livros de matematica ou

de fisica ou de quimica e depois ver qual serd a préxima disciplina até a ultima escolha.

TAREFA 2: escolher os livros de cada disciplina que irdo para a estante. Neste caso o objetivo é somente esco-

Iher os livros sem se preocupar com a ordem.

TAREFA 3: escolher a ordem que cada livro ocupara dentro de cada disciplina. Por exemplo dos 4 livros de Ma-

tematica escolhido em que ordem devo colocéd-lo na estante? Para isto precisamos permutar estes livros.

Assim, teremos:

TAREFA 1 TAREFA 2 TAREFA 3
6 C(6,3)-C(7,3)-C(8,4) 3!-31.4!
Ou seja,

TAREFA1 TAREFA2 TAREFA3
6 20-35-70 6-6-24

Pelo Principio Multiplicativo o total de arrumacgdes possiveis na estante é igual a 254.016.000, 0 mesmo valor

encontrado anteriormente.

Sera que ficaram bem entendidas as técnicas de contagem e seus usos? Tente agora resolver estas proximas ati-

vidades sempre vendo qual(is) é(sdo) as tarefas a serem realizadas para s6 depois tentar aplicar as técnicas aprendidas.

Numa semifinal de um campeonato de basquete, 4 selecdes estdo disputando as

medalhas de ouro, prata e bronze. De quantas formas diferentes pode ser definido o pédio?

Anote suas
vespostas em
seun cadevno
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Pedro decidiu reunir os colegas para comemorar seu aniversario. Ele tem que esco-
Iher 2 sabores de tortas para servir em sua festa. A confeitaria oferece 10 sabores diferentes.

De quantas maneiras Pedro pode fazer esta escolha?

A/\o‘k/ SuAs
vespostas em
seun cadevno

Em uma reunido cada pessoa cumprimentou as outras com um aperto de méao. Saben-

do que no total foram dados 105 apertos de mao, quantas pessoas estavam nesta reuniao?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Dona Gertrudes esqueceu a sua senha bancéria de 4 digitos ao realizar um saque.
No entanto ela sabe que os algarismos sao distintos, que o 1° algarismo nao era nimero
par e o Ultimo é nove. Para que dona Gertrudes realize o saque, determine o nimero ma-

ximo de tentativas que o banco deve permitir para a realizacdo desta transacdo bancaria.

Ancle suas
vespostas em
seu caderno



Uma turma de 40 formandos de uma Universidade contratou um profissional para

que no dia da formatura, fotografasse somente um par de alunos com o paraninfo.

Sem considerar a ordem dos trés na foto, determine:
a. onumero minimo de fotos que o fotégrafo pode tirar.

b. o numero méximo de fotos que o fotégrafo pode tirar.

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Em uma determinada lanchonete os clientes podem montar um sanduiche escolhendo:

I) um dentre os dois tamanhos: 15 cm ou 30 cm

Il) um dentre os cinco tipos de pao: italiano branco; integral; parmesao e orégano;

trés queijos; integral aveia e mel.
1) um dentre os 6 recheios: presunto; peito de peru; rosbife; frango; atum; almoéndegas.
IV) um dentre os trés tipos de queijo: suico, prato; cheddar.
V) escolher trés dentre os cinco tipos de vegetais: alface; tomate; cebola; pimentao; pepino

VI) dois dentre os quatro molhos: mostarda e mel; barbecue; mostarda; maionese.

Determine:
a. a) o numero de sanduiches distintos que podem ser montados

b. b)o nimero de sanduiches distintos que um cliente pode montar sabendo que

ele ndo gosta de pao de trés queijos; nao gosta de atum; e ndo gosta de maio-
nese.

Aﬂo"‘w SUAS

vespostas em
seun cadexno
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Permutacao com repeticao

Vimos na aula anterior que todo problema de contagem que envolve troca de posicao de objetos distintos entre
si caracteriza uma permutacao simples. No entanto, tem problemas que envolvem troca de posicao de objetos sendo

algum destes repetidos. Qual técnica de contagem utilizar? Para responder a esta pergunta vamos a um exemplo.
Exemplo 8: Quantos sdo os anagramas da palavra MATEMATICA?

Solucao: Se ndo tivéssemos letras repetidas resolveriamos utilizando permutacao simples, no entanto as letras
M eT se repetem duas vezes e a letra A se repete trés vezes. Vejamos alguns exemplos de palavras obtidas ao se trocar

a posicao das letras. Para isto usemos M A T EM A T ICA,
A TEMATICA, M
I A T,EMATICA, M,
I A TEMATICA, M,
IV)ATEMATICA M,

Devemos notar que todos os 4 casos acima representam o mesmo anagrama que é ATEMATICAM, isto ocor-
reu porque trocar a posicao de um “T” com a posicao de outro “T” ndo gera um novo anagrama. Assim, se usarmos a
permutacao simples estaremos contando um mesmo anagrama vdrias vezes. Como podemos determinar o nimero
de vezes que estaremos contando um mesmo anagrama? Para isto devemos tomar o exemplo dado acima e verificar
quantas vezes podemos alterar a posicao das letras repetidas. As letras M e T aparecem duas vezes temos portanto 2!
= 2 maneiras de trocarmos estas letras entre si e a letra A se repete trés vezes entdo temos 3! = 6 maneiras de trocar a
posicdo do A entre si. Isto nos dd um total de 2:2:6 = 24 maneiras de formar um mesmo anagrama de ATEMATICAM,
0 mesmo ocorrera com outros anagramas formados. Portanto ao usarmos a permutacédo simples estaremos encon-
trando um numero 24 vezes maior do que o correto. Assim devemos dividir este resultado por 24. Temos entdo que o

P10 10!

total de anagramas é =—=151200.
212131 24

De maneira geral se temos permutacao de n elementos com um elemento se repetindo k vezes, outro se repe-

tindo w vezes e assim por diante até o Ultimo que se repete z vezes, entdo

Esta féormula se estende para quantidades maiores de elementos repetidos.



Exemplo 9: Uma pequena empresa resolveu desenvolver uma dinamica de grupo com seus 10 funcionarios,
sendo 6 mulheres e 4 homens. Para isto pediu que eles ficassem em fila, sendo que as mulheres deveriam ficar em
ordem crescente de altura entre si e os homens também. Sabendo que nenhum homem e nenhuma mulher tem a
mesma altura, determine de quantas maneiras distintas esta fila pode ser formada.

Solucéo:

Para resolvermos esta questao, primeiro vamos resolver para o caso em que houvesse apenas dois homens e
duas mulheres. Vamos chamar de M1 a mulher mais baixa e M2 a mais alta, H1 o homem mais baixo e H2 0 homem
mais alto. Assim teriamos seis possibilidades:

) MIM2H1H2

) MTHTM2H2

) MTH1H2M2

V) HIH2M1M2

V) HIMTH2M2

VI) HIMTM2H2

Veja os casos acima até se convencer que realmente sé existem estas possibilidades, pois 0 M2 nunca pode vir

antes do M1 e o H2 nunca pode vir antes do H1.

Poderiamos ter resolvido este problema percebendo que, por exemplo no caso I) ndo podemos trocar a posi-
¢ao de M1 com a do M2, ou seja, o caso M2MTH1TH2 néo é possivel, ou poderia também imaginar M2M1H1H2 como
sendo “0 mesmo caso” de MTM2H1TH2, assim estariamos contando apenas uma Unica vez, isto é a mesma coisa que

pensarmos em permutacao com repeticdo. Pensando desta forma teriamos os seguintes casos:
[) MMHH
1) MHMH
) MHHM
IV) HHMM
V) HMHM

VI) HMMH

Desta forma nao haveria necessidade de listar todas estas possibilidades, pois poderiamos usar a formula para
~ - . 41
permutacdo com repeticdo que neste exemplo fica P}* = S 6.
Agora ja temos condi¢des de resolver o nosso exemplo, como temos 6 mulheres e 4 homens entdo temos
10! 10-9-8.7
4,6 _ _

== =210.
1 Ta16l 4.3.201
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Logo, a fila pode ser formada de 210 maneiras diferentes.
Exemplo 10: Uma avaliacao é composta de 20 questdes, em que cada uma deve ser respondida comV caso seja
verdadeira e F caso seja falsa a questao. Com base nestas informagdes responda:
Quantas sequéncias de respostas sdo possiveis?

b) Quantas sequéncias apresentam doze respostas V e oito respostas F?

Solugao:

a) As sequéncias de respostas sao formadas pelas letras V e F, as tarefas que teremos que realizar sdo: primeiro,
se a primeira questdo serd V ou F, segundo se a segunda questao sera V ou F e assim por diante até a questao 20, por-

tanto temos 20 tarefas e cada tarefa tem 2 possibilidades de resposta, ou seja,

TAREFA 1 TAREFA2  TAREFA 20
5 5 5
Pelo Principio Multiplicativo temos: 22° = 1.048.576

Logo temos 1.048.576 possibilidades de sequéncias!

Imagine vocé chutar todas as 20 questdes e gabaritar esta prova! Vocé verd quando estudar probabilidade que

isto é quase impossivel acontecer.

b) Para sabermos quantas sequéncias tem 12V's e 8F's teremos que permutar a sequéncia
VVVVVVVVVVVVFFFFFFFF, ou seja é um caso de permutacdo com repeticao, usando a féormula, temos:

128 _ 20! 20-19-18-17-16-15-14-13

0 = = =125.970
12! 8! 8-7-6-5-4-3-2-1

Logo temos 125.970 sequéncias possiveis.

Quantos sio os anagramas da palavra COMBINATORIA:

a. semrestricao

b. que comecam com aletra C

C. queterminam com a letra A

d. que comecam com a letra C e terminam com a letra A

e. que comecam com a letra C ou terminam com a letra A

Ancte suas
vespostas em
seu caderno



Uma funciondria de um loja de CDs foi encarregada de arrumar os CDs nas pratelei-

ras. Na primeira prateleira ela deve arrumar 4 Cds (todos iguais) do Milton Nascimento, 5

CDs (todos iguais) do Gonzaguinha e 6 (todos iguais) do Chico Buarque. De quantas formas

diferentes a funcionaria pode arrumar estes CDs na primeira prateleira:

a. sem restricao

b. sabendo que os CDs de cada cantor devem permanecer juntos.

Aﬂo"‘w SUAsS
vespostas em
seu caderno

Triangulo de Pascal - LEITURA OPCIONAL

Blaise Pascal foi um matematico francés nascido no ano de 1623. Destacou-se no estudo das probabilidades
e uma de suas maiores descobertas é chamada até hoje de triangulo de pascal. Neste triangulo aritmético sao repre-
sentados numeros cujo valor é a soma dos dois diretamente acima dele. O triangulo demonstra muitas propriedades

matemadticas, além de mostrar os coeficientes binomiais, que nada mais sdao que os resultados de combinacées

Podemos dispor nimeros de linha em linha formando um tridngulo com a seguinte propriedade em cada
linha comecamos com 1 e terminamos com 1 (com excec¢ao da linha 0 que terd sé o nimero 1) e da linha 2 em diante

comecamos com T somamos os elementos da linha anterior e terminamos com 1, e continuamos com esta regra para

as linhas seguintes. Veja o triangulo:

Linha 0
Linha 1
Linha 2
Linha 3
Linha 4
Linha5
Linha 6
Linha7
Linha 8
Linha 9
Linha 10

bh ph ok ok gk ph bk ek pd bk

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1

1
3

1

6 4

10
15
21
28
36
0 45

10
20
35
56
84

1

5 1

15 6 1

ey 2l

70 56 28 8 1
126 126 84 36 9 1

120 210 252 210 120 45 10 1

Fonte: http://www.mundoeducacao.com.br/upload/conteudo/Untitled-4(40).jpg
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Por exemplo, a linha 4 foi formada assim 1 (1+3) (3+3) (3+1) 1. Veja alguns exemplos no triangulo abaixo.

1
1 1
-2 1
1 @ 3 1
1 4 6 41
1 5—=10 10 5 1

1 6 20—15 6 1
1772135@2171
12856705681

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/97/Pascal3.png

Este “triangulo” é conhecido como triangulo de Pascal. Veremos duas propriedades importantes deste triangulo.

Propriedade das linhas: A soma dos elementos de uma linha é igual ao nimero 2 elevado ao nimero da linha cor-
respondente. Por exemplo, tomemos a linha 3, que é formada pelos nimeros 1 3 3 1 (lembremos que a primeira linha é

alinha zero), temos nesta linhaa soma 1 + 3 + 3 + 1 =8 = 2°. De forma geral, a soma dos elementos da linha n é igual a 2".

1 =1
1 1 =2
1 2 1 2 =4
1 3 3 1 22 =8
1 4 6 4 1 2'=16
1 5 10 10 5 1 2" =32
1 6 15 20 15 6 1 2°=64

Fonte: http://upload.wikimedia.org/math/6/4/d/64d37a3311d35a03f675ce04a63d7291.png

Propriedade das colunas: Se somarmos os elementos de uma determinada coluna comecando do primeiro
elemento desta coluna e indo até um elemento de uma determinada linha entdo a soma serd igual ao nimero que se

encontra na linha seguinte da préxima coluna. Veja a figura a seguir.



1

1 [1]

1 2] 1

1 (3] 3 [1
104 6 (4] 1

15/ 10 |10/ 5 1
116 15 20 15 6 1
17 21 35 3 21 7 1

Fonte: http://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio36.gif

Nos exemplos da figura acimatemosque 1 +2+3+4+5+6=21.Eque 1+4+10+20=35.
Faca o desenho do Triangulo de Pascal até a linha 10 e verifique as propriedades da linha e da coluna.

Veja no boxe saiba mais que o tridngulo de Pascal j& era conhecido por pelo menos trés séculos antes da exis-

téncia de Pascal.

Durante a dinastia Tang reuniu-se uma colecao dos mais importante livros de matematica disponi- \
veis, para uso oficial nos exames imperiais. A imprensa se inaugurou no século VIII, mas o primeiro

livro de matematica impresso de que se tem noticia sé apareceu em 1804.

O periodo que vai da ultima parte da dinastia Sung até a parte inicial da dinastia Yian marca o pinaculo Saiba N\p\is
da matematica chinesa antiga. Muitos matematicos importantes despontaram e muitos livros de mate-

matica valiosos apareceram. Dentre os matematicos estavam Ch'in Kiu-shao (cujo livro é de 1724), LiYeh

(com livros datados de 1248 e 1259), Yang Hui (com livros datados de 1261 e 1275) e, o maior de todos,

Chu Shi-kié (cujos livros datam de 1299 e 1303).

Yang Hui, cujos livros sdo uma espécie de extensdo dos Nove Capitulos sobre a Arte da Matemdtica,
trabalhou habilmente com fragdes decimais; em esséncia seu método era 0 mesmo que se usa hoje.
Devemos a ele também a mais antiga apresentacdo preservada do chamado Tridngulo aritmético de
Pascal. Hd uma outra manifestag¢do do triangulo num livro posterior escrito por Chu Shi-kié em 1303;
é interessante que Chu fala do tridngulo como algo ja antigo em seu tempo. E possivel entdo que o
teorema do binémio ja fosse conhecido na China de longa data.

Fonte: Introducéo a Histéria da Matemética, Howard Eves. Pp.245 e 246.
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Triangulo
de Pascal,
da maneira
como foi
desenhado em 1303 por Chu Shi-kié

Mais adiante no mesmo livro Eves descreve o mesmo triangulo em que aparece no trabalho de outro
matematico, o francés Blaise Pascal, devemos notar que Pascal é do século XVII, portanto 3 séculos
depois de Chu Shi-kié.

O Traité Du Triangle Arithmétique de Pascal foi escrito em 1653 mas s6 foi publicado em 1665.

TRAITE

DV TRIANGLE
ARITHMETIQVE

AVEC.Q_VEL(UES AVTRES
Jrrrl'rs TRAITEZ SVR LA

‘oo e 200%;
?/gt ‘/Z,;'lusue MATIERE A:’J“;'M‘

Par NConfiewr PASCAL, e P35

R WA RPAVRT'S i O
Cha 'Illlvl;sjull'lll.,l“ Tacques,

W DG LXYV N

noA N

Pagina da monografia de Blaise Pascal.



Pascal construia seu “triangulo aritmético” conforme mostra a figura abaixo. Obtém-se qualquer ele-
mento (da segunda linha em diante) como soma de todos os elementos da linha precedente situados “

exatamente acima ou a esquerda do elemento desejado. Assim, na quarta linha,

35=15+10+6+3+1. Saiba Mais
11
1 2
3/6 10 15
410 20 35
15 15 35 70

Fonte: http://www.matematica.br/historia/imagens/triang_pascal.gif

A determinacao dos coeficientes binomiais era uma das aplicagdes que Pascal fazia do seu triangulo.
Ele também o usava, particularmente em suas discussdes sobre probabilidade, para determinar o
numero de combinacdes de n objetos tomados r de cada vez. Had muitas relagdes envolvendo os nu-
meros do triangulo aritmético, varias delas desenvolvidas por Pascal. Ele nao foi o primeiro a mostrar
o triangulo como vimos anteriormente, mas como Pascal foi por longo tempo (até 1935) o primeiro
descobridor conhecido do triangulo no mundo ocidental e devido ao desenvolvimento e aplicacdes
que fez de muitas propriedades do triangulo, este tornou-se conhecido como tridngulo de Pascal.

Resumindo

= Arranjo e combinacdo sdo caracterizados pela escolha de p elementos distintos dentre n elementos distin-

tos (n > p). O primeiro quando a ordem é importante e o segundo quando nao é.

n!
* Férmula da combinagéo é C(n,k)= ———
kl(n—k)!
n!
= Férmula da permutacdo com elementos repetidos é P,f"w""'z :ﬁ
wl .- z!

\/Qjo\ Ainda

Para saciar sua curiosidade indicamos o seguinte site:

= http://www.youtube.com/watch?v=h_bXJcQgkPM (video que fala sobre o problema dos pontos)
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Atividade 1

24 stas

Atividade 2

45

Atividade 3
15
Atividade 4

224

Atividade 5

a. 20

b. 780
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Atividade 6

a. 10800
stas b. 3600

Atividade 7

a. 59875200
b. 4989600
c. 9979200
d. 907200

e. 14061600

Atividade 8
a. 630630
b. 6
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Questio

0 que FWgu/\'l'O\M pov al®

1 (UFF - 2001)
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O estudo da genética estabelece que, com as bases adenina (A), timina (T), citosina (C) e guanina (G), podem-se

formar, apenas, quatro tipos de pares: A-T, T-A,C-GeG-C.

Certo cientista deseja sintetizar um fragmento de DNA com dez desses pares, de modo que:

= dois pares consecutivos ndo sejam iguais;

= um par A-T nao seja seguido por um par T— A e vice-versa;

= um par C- G nao seja seguido por um par G - C e vice-versa.

Sabe-se que dois fragmentos de DNA sdo idénticos se constituidos por pares iguais dispostos na mesma ordem.

Logo, o numero de maneiras distintas que o cientista pode formar esse fragmento de DNA é:

a.

b.

211

220

2x10

. 210

. 22x10
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Resposta: Letra A

Comentario: Tarefa 1 podemos escolher qualquer um dos quatro pares possiveis para as outras 9 tarefas te-

mos 2 possibilidades para cada uma delas. Pelo Principio Multiplicativo temos 4-2-...2 = 4-29 =22.29 = 211.

Questio 2 (Unifesp - SP - 2002)

Em um edificio residencial de Sao Paulo, os moradores foram convocados para uma reunido, com a finalidade
de escolher um sindico e quatro membros do conselho fiscal, sendo proibida a acumulacao de cargos. A escolha de-

vera ser feita entre dez moradores. De quantas maneiras diferentes sera possivel fazer estas escolhas?
a) 64 b) 126 c) 252 d) 640 e) 1260
Resposta: Letra E
Comentario:

A primeira tarefa é escolher um dos dez para ser o sindico e a segunda tarefa é escolher quatro dentre os nove
restantes para serem membros do conselho fiscal. Na primeira tarefa temos 10 possibilidades e na segunda C(9, 4) =

126. Pelo Principio Multiplicativo temos 10-126 = 1260 possibilidades. Logo a alternativa correta é a letra e).
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Exercicio 1

Oito pessoas irdo acampar e levardo quarto barracas. Em cada barraca dormirdo duas pessoas. Quantas sao as

opgoes de duplas nas barracas?

(a) 2500 (b) 2020 (c) 2520 (d) 2320

Exercicio 2

Em um refeitério hda 8 tipos de doces e 7 tipos de salgados. Cada pessoa recebera um recipiente com 3 doces

e apenas 2 salgados.
De quantas formas o recipiente pode ser preenchido?

(@) 1176 (b) 1067 (c) 1076 (d) 1167

Exercicio 3

Um certo numero de pessoas pode ser agrupado de duas em duas pessoas, resultando em 10 diferentes pos-

sibilidades de agrupamento.
Quantas pessoas fazem parte desse grupo?

(@4 (b) 5 (€6 (d)7
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Exercicio 4

Ha 10 pessoas em um local, sendo 3 com camisas verdes, 3 com camisas amarelas, 2 com camisas azuis e 2 com

camisas brancas.
De quantos modos podem ser perfiladas mantendo juntos os grupos com as camisas de mesma cor?

(a) 3278 (b) 3546 (c) 3456 (d) 3256

Exercicio 5

Existem 10 jogadores de futebol de saldo, entre eles ha somente um que joga como goleiro.
Quantos times de 5 pessoas podem ser escalados?

(a) 100 (b) 125 (c) 126 (d) 130

Exercicio 6

Um quimico possui dez tipos de substancias e duas dessas ndo podem ser juntadas porque produzem misturas

explosivas.
De quantos modos pode associar seis substancias?

(@110 (b) 120 (c) 130 (d) 140

Exercicio 7

Um grupo possui 20 pessoas, das quais 5 matematicos. Ha interesse em formar comissdes de 10 pessoas sendo

cinco matematicos.
Quantas comissdes podem ser formadas?

(a) 3003 (b) 3022 (c) 3033 (d) 2303
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Exercicio 8

Um homem tem 8 pares de meias distintas. De quantas formas ele pode selecionar 2 meias sem que elas sejam

0 mesmo par?

(a) 102 (b) 112 () 114 (d) 124

Exercicio 9

Um lote contém 50 pecas boas e 10 defeituosas. Extrai-se 8 pecas (sem reposicdo) ndo levando em conta a

ordem das mesmas.
De quantas formas podemos obter 4 pecas boas e 4 defeituosas?

(a) 4.836.300 (b) 4.863.030 (c) 4.835.200 (d) 4.853.300

Exercicio 10

A diretoria de uma firma é constituida por 7 diretores brasileiros e 4 japoneses.
Quantas comissdes de 3 brasileiros e 3 japoneses podem ser formados?

(a) 100 (b) 120 (c) 134 (d) 140

Exercicio 11

Os atuais nimeros de telefone celular no Estado do Rio de Janeiro, tem oito nimeros e comecam com 5, 6, 7,

8 ou 9. A partir de novembro serd inserido o digito 9 na frente do nimero de todos os usuarios de telefonia moével.

Quantos novos numeros de telefone celular poderao ser formados?

Exercicio 12

As placas de todos os veiculos sdo formadas por 7 digitos, 3 letras do alfabeto de A a Z, contando com as letras
k,Y e W, e 4 nUmeros de 0 a 9. Porém o que muitos nao sabem e que as placas obedecem também a um cédigo de

acordo com cada estado. No Rio de Janeiro as placas utilizam os cédigos de KMF0001 ate LVE 9999.

Quantas placas diferentes comecam com a sequéncia KM no estado do Rio de Janeiro?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

69



70

Exercicio 13

Em uma festa hd cem pessoas, os que chegam apertam as maos dos que ja estao na festa.

Quantos apertos de mao foram dados?

Exercicio 14

Com as letras da palavra PERNAMBUCO foram formados anagramas que com as letras PE juntas, nessa ordem,

no inicio e as letras CO juntas nessa ordem.

Quantos anagramas podemos formar?

Exercicio 15

De um grupo de 12 pessoas, 7 mulheres e 5 homens, deve ser formada uma comissdo de 6 pessoas, composta

pelo mesmo nimero de homens e de mulheres.

De quantas maneiras podemos formar essa comissao?
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Exercicio 7
A B C D
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Exercicio 8
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Exercicio 9
C
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Exercicio 10
C
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Exercicio 11

( 420 anagramas.

Exercicio 12

[ 4060 equipes.

Exercicio 13

( 12 maneiras diferentes.
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Exercicio 14

( 90 modos diferentes. J

Exercicio 15

( 630 comissoes. J

Ak
breve
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