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Prezado(a) Alano(a),

Seja bem-vindo a uma nova etapa da sua formacao. Estamos aqui para auxilid-lo numa jornada rumo ao

aprendizado e conhecimento.

Vocé esta recebendo o material didatico impresso para acompanhamento de seus estudos, contendo as

informacdes necessarias para seu aprendizado e avaliacao, exercicio de desenvolvimento e fixacdo dos conteudos.

Além dele, disponibilizamos também, na sala de disciplina do CEJA Virtual, outros materiais que podem

auxiliar na sua aprendizagem.

O CEJA Virtual é o Ambiente virtual de aprendizagem (AVA) do CEJA. E um espaco disponibilizado em um
site da internet onde é possivel encontrar diversos tipos de materiais como videos, animacoes, textos, listas de
exercicio, exercicios interativos, simuladores, etc. Além disso, também existem algumas ferramentas de comunica-

¢do como chats, féruns.

Vocé também pode postar as suas duvidas nos foruns de duvida. Lembre-se que o férum nao é uma ferra-
menta sincrona, ou seja, seu professor pode ndo estar online no momento em que vocé postar seu questionamen-

to, mas assim que possivel ird retornar com uma resposta para vocé.

Para acessar o CEJA Virtual da sua unidade, basta digitar no seu navegador de internet o seguinte endereco:

http://cejarj.cecierj.edu.br/ava

Utilize o seu numero de matricula da carteirinha do sistema de controle académico para entrar no ambiente.

Basta digitd-lo nos campos “nome de usuario” e “senha”

Feito isso, clique no botdo “Acesso”. Entao, escolha a sala da disciplina que vocé estd estudando. Atencao!
Para algumas disciplinas, vocé precisara verificar o numero do fasciculo que tem em maos e acessar a sala corres-

pondente a ele.

Bons estudos!



4_49/‘4
e

Analise
Combinatoria 1

Fasciculo 10 /

Unidade 31

Fundagéo
ECIER)
Consoércio Cederj







Analise
Combinatoria 1

Para inicio de conversa...

Uma das maiores alegrias que temos na vida sdo as nossas amizades. Al-
guns amigos sao até mais proximos que um irméo ou irma. Como é bom sair com

0s amigos para distrair, lancharmos juntos e bater um papo.

Vocé costuma fazer isso? Entrar em uma lanchonete, pedir um lanche bem

gostoso e enquanto saboreia, conversa sobre varias coisas.

Figura 1: Interior de uma lanchonete.

Vamos imaginar esta cena, vocé com seus amigos, todos sentados em um
grande banco da lanchonete. Olhando o menu, vocé observa que existem diferentes

tipos de sanduiche, diferentes tipos de bebida e diferentes tipos de acompanhamento.

Fica aquela duvida. O que comer? O que beber? Qual acompanhamento
eu escolho? Sao tantas as possibilidades. A Matematica se preocupa com esta
questao também. Vocé sabia que é possivel calcular quantos tipos de lanche po-

demos formar?

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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sandubé/

Hamburguer
Cheeseburguer
Queijo Quente

Sanduiche Natural

alface e tomate queijo cheddar

batata frita

Figura 2: Menu da lanchonete.

Para fazer estes calculos foram criados mecanismos especiais, ou seja, no passado os matematicos pesquisa-
ram algumas maneiras de resolver estes problemas, reunindo todas as informagées em mais um capitulo na Histéria

da Matematica. E a Anélise Combinatéria

E vocé? Imagine escolher seu lanche na seguinte condicdo: vocé pode escolher um sanduiche, um acompa-

nhamento e uma bebida. De quantas formas vocé pode escolher seu lanche?

Objetives de aprendizagem

= Calcular o fatorial de nimeros naturais
= Utilizar o principio fundamental da contagem

= Calcular permutacdo simples



Fatorial de um nimero

Como vocé podera observar, a multiplicacdo é uma operacao bastante utilizada nos calculos referentes a ana-

lise combinatoria.

No decorrer deste assunto, iremos encontrar diversas atividades onde a multiplicacdo de um nimero pelos
seus antecessores se faz necessario. Para facilitar este tipo de operacao, foi criada uma ferramenta de calculo chama-

da FATORIAL. O fatorial de um nuimero seré de grande utilidade para o desenvolvimento das técnicas de contagem.
Entdo, a duvida continua. O que é o fatorial?
Observe de forma pratica abaixo.

Vamos considerar o conjunto dos nimeros naturais, sem o zero, e tomar o nimero 5 como exemplo. Se efetu-

armos o produto entre ele e seus antecessores vamos obter: 5x4x3x2x1=120.

Podemos representar esta multiplicacdgo como sendo 5!, ou seja, cinco fatorial.Toda vez que colocarmos um
ponto de exclamacdo apds o numero, estamos requerendo o fatorial desse nimero, isto é, o produto entre esse nu-

mero e todos os nimeros naturais que o antecedem, até chegar ao nimero 1.
Vamos fazer o mesmo calculo com o nimero 7, teremos
7x6x5x4x3x2x1=5040, logo 7! = 5040.
Generalizando, podemos escrever o fatorial de um nimero n qualquer como n!, onde,

nN=nx(Mn-1)xMn-2)x.x2x1

Mas como calculamos 1! e 0!, qual é a resposta? Para respondermos a esta pergunta notemos que o “
fatorial de um nimero n é igual ao fatorial do nimero (n+1) dividido pelo niumero (n+1), por exemplo,
o fatorial de 3 é3i|gua;ac2> fe;torial de 4 dividido por 4, ou seja, 3!= %' = % = 31 2 ; :'1remos tam- lMFoY+M+Q/
bém <1:|'ue 2!==—"==""—=2.1. Usando este mesmo raciocinio, temos que 1! = ? = - =1,eque
O!:T'zi:1 .Chegamos a conclusaoque 11=1e0! =1.
Vejamos um exemplo, no qual queremos escrever a seguinte expressdo numérica 7:6:5:4:3:2'1 de forma

(5-4-3-2-1)-(2-1)
simplificada. Note que a expressao possui muitos nimeros, e todos eles sao sequenciais. Em problemas de andlise

combinatdria é muito comum encontrarmos situacdes desse tipo. Nesse caso, é possivel usarmos uma notacdo com-
. . ~ . . . |
pacta com a ajuda do fatorial. Essa expressao acima, por exemplo, pode ser representada da seguinte maneira: 7_
5121

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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mas o que significa isto? Bem, como vimos, toda vez que colocamos um ndmero seguido de um ponto de exclamacéao
(lemos: fatorial deste numero) isto significa que estamos multiplicando este nimero pelos seus antecessores até che-
gar ao numero 1. Por exemplo, 4! (lemos: quatro fatorial) é igual a 24, pois 4! = 4-3-2-1 = 24 e assim temos, 3! =3-2:1 =

6,2!=21=2.

% Neste endereco vocé encontard uma interessante atividade para aplicagéo dos conhecimentos em analise

.. combinatdria. Vale a apena conferir.
MukHimidia

Cligue no link http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnica.html?id=33140 e divirta-se!

- . o - , 15!
E importante sabermos fazer simplificacdes com fatorial de nimeros grandes. Por exemplo, como resolver ——*?

13!
O valor de 15! é muito alto e o de 13! também, entdo precisamos fazer simplificacao, para isto devemos perceber que

o fatorial de um numero é igual a este nUmero multiplicado pelo fatorial do seu antecessor. Vejamos alguns exemplos:
51=543.2.1=5(43.2-1) = 54!
41=43.2.1=4(3-21)=43!
31=3(2:1)=3-2!

E de maneira geral,

n!=n-(n-1)!, para qualquer nimero natural n maior que 0.

Podemos usar este recurso quantas vezes forem necessdrias, por exemplo, temos que 5! = 5-4!, mas como
4! = 4.3l entao 5! = 5-4-3!, ou ainda podemos dizer que 5!=5-4.3.2!

~ 15! . - < .
Vamos calcular entdo —, para isto usaremos que 15! = 15-14-13! e substituindo na expressao anterior

I .14-.13!
temos E:&, simplificando, o 13! do numerador com o do denominador chegamos a conclusdao que

150 13! 13!
1—3; =15-14=210.Vamos resolver mais alguns exercicios.

Exemplo1: Calcule:

a)7! b) 6! Q) 8—| d) i
4! 6! 3!

Solucao:
a. 7'=7-6-5-4-3-2-1=5040

b. 6!=6-54.3-2.1=720

Poderiamos ter resolvido o item b primeiro e depois no item a fazer o sequinte 7! =7- 6! =7 - 720 = 5040

1

c. Primeiro, devemos chamar a atencao que 8! Dividido por 4! Nao é igual a 2!, ou seja, 8_ 1 21 Para resol-
|
vermos, facamos o seguinte: 4



8! 8:7-6-5-4! 8! 8.7-6-5-4!
w :T ,simplificando 0 4!do numerador com 04! do denominador, temos que 2 = T =

8:7-6-5=1680

9! 9.8.7-6! 9-8.7 9-8.7
6131 6!3! 31 3241

, heste ponto é importante lembrarmo-nos das simplificacoes,

podemos simplificar o 9 do numerador com o 3 do denominador e o 8 do numerador com o 2 do
9! 9.8.7-6! 9-8.7 9-87

denominador, chegando ao seguinte resultado = = =3-4.7=84.
6! 3! 6! 3! 3! 3-2-1
Calculando o Fatorial
Calcule o valor das expressdes a seguir:
I | I ]
a b & g 1L d 2
4! 3! 131 2! 3r
Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Principio Fundamental da Contagem

A anadlise combinatéria nos permite calcular o nimero de possibilidades de realizacdo de determinadas tare-

fas. Como por exemplo a questao proposta na introducdo. J4 sabe a resposta?

Note que ao escolhermos o sanduiche podemos escolher qualquer acompanhamento. Vamos chamar os san-
duiches de S1, S2, S3 e S4. Chamaremos os Acompanhamentos de A1, A2 e A3. Quanto as bebidas, vamos nomea-las

por B1,B2 e B3.

Olhe como podemos escolher os lanches, considerando inicialmente o sanduiche S1:

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 11
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B1

A1l B2

B3

B1

S1 A2 B2

B3

B1

A3 B2

B3

Perceba que para cada um dos 3 acompanhamentos teremos 3 op¢des de bebidas, ou seja, escolhen-
do o acompanhamento e a bebida teremos 3 x 3 possibilidades, isto &, 9 ao todo para cada sanduiche. Todavia, sao 4

tipos de sanduiche, assim podemos escrever que temos 4 x 9 = 36 possibilidades ao todo.

Como o calculo é feito com valores considerados pequenos, podemos até conferir todas essas possibilidades:

1-S51,A1,B1 2-51,A1,B2 3-51,A1,B3 4 -51,A2,B1
5-51,A2,B2 6-51,A2,B3 7-S51,A3,B1 8-5s1,a3,b2
9-51,a3,b3 10-S1, A1, B1 11-S51,A1,B2 12-S1,A1,B3
13-S51,A2,B1 14 -S51,A2,B2 15-51,A2,B3 16 - S1, A3, B1
17 -s1,a3, b2 18 -1, a3, b3 19 -S1, A1, B1 20-S1,A1,B2
21-S1,A1,B3 22 -S51,A2,B1 23 -S1,A2,B2 24 -S1,A2,B3
25-S1, A3, B1 26 -s1,a3,b2 27 -s1,a3,b3 28 -S1, A1, B1
29-S1,A1,B2 30-S1,A1,B3 31-S1,A2,B1 32-S1,A2,B2
33-S51,A2,B3 34 -S1, A3, B1 35-s1,a3,b2 36-s1,a3,b3
\
Chamamos esta disposicao de arvore das possibilidades. Ele permite visualizar todas as possibilidades
lMPoH’M"’& existentes dentro de uma determinada analise. Todavia, ndo é um recurso indicado para célculos onde

os valores sdo considerados grandes..



O que acabamos de fazer foi aplicar um principio conhecido na Matematica como Principio Fundamental da
Contagem - PFC. Neste principio leva-se em conta as diferentes etapas e possibilidades de cada acao, e a partir do

produto destas etapas, acha-se o total.

Podemos dizer que o problema anterior tinha 3 etapas: a primeira seria escolher um tipo de sanduiche (tendo
4 possibilidades de escolha), em seguida, para cada sanduiche escolhido, temos que escolher o acompanhamento,
onde temos 3 opgdes, e finalmente, a terceira etapa seria a escolha de bebida, que possui 3 op¢des de escolha. Assim,

teremos:
Total de sanduiches =4
Total de acompanhamentos = 3
Total de bebidas = 3
4x3x3=36.

Existem infinitas questdes a respeito de contagem de possibilidades. A analise combinatéria trata exatamente

deste assunto, ou seja, é uma parte da matemaética que possui métodos para resolver problemas de contagem.

Os problemas de contagem fazem parte de nosso dia a dia. Vocé ja parou para pensar nisso? Observe as placas
dos carros. De acordo com as normas de transito vigentes, cada veiculo deve ter uma placa que o faca reconhecido.

Esta placa deve ter sete digitos, sendo 3 letras e 4 algarismos. Quantas placas é possivel confeccionar?

Figura 3: Placa de Automével.

Ja pensou nas possibilidades? Que tal fazer a arvore delas? Nao?
Realmente, fica uma quantidade gigantesca de possibilidades.

Para resolver este problema, vamos dividi-lo em dois blocos. O bloco das letras e o bloco dos niumeros.

Letras Algarismos

Note que para a primeira letra teremos 26 possibilidades (que é o nimero de letras de nosso alfabeto).

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 13
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Como as placas permitem repeticao de elementos(ndo foi feita nenhuma restricao!), podemos escrever que a

segunda letra também contém 26 possibilidades, igualmente na terceira letra, assim teremos:
26 x 26 x 26 = 263 possibilidades.

Para os algarismos, no primeiro espaco teremos 10 possibilidades (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,), igualmente para os de-

mais espacos. Isto nos da 10 ou 10 x 10 x 10 x 10. E entdo, ja fez as contas.
26% = 17576 grupos de 3 letras
10*= 10000 grupos de 4 algarismos.

Observe que cada grupo de letras ird formar uma placa com todos os grupos de algarismos, sendo assim, tere-

mos: 17576 x 10000 = 175.760.000 possibilidades de placas.

Tente vocé resolver esta atividade.

Melissa possui uma boneca e adora arruma-la. Ela tem duas saias, duas blusas, 5 pa-
res de calcado e 3 diferentes tipos de chapéu. De quantas formas Melissa pode arrumar sua

boneca?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Um dos primeiros problemas de Andlise Combinatéria de que se tem registro, pode ser encontrado no livro“Os

Elementos” de Euclides, escrito mais ou menos em 300 a.C.

Figura 4 : Euclides.



Nele Euclides propde o desenvolvimento do bindmio (1+x)". Além disso, o matematico hindu Baskara (1114
- 1185) ja sabia resolver problemas que envolviam métodos de contagem conhecidos como permutacdo, arranjo e
combinacao. Curiosamente, foi pela necessidade de entender os jogos de azar que Matematicos como Blaise Pascal

se aprofundaram no estudo da Analise Combinatdria.

Todo problema de contagem pode, pelo menos teoricamente, ser resolvido por um processo de conta- Q
gem como o que foi mostrado no exemplo da segao 1. Porém, na pratica, a resolucao de alguns desses
problemas pode se tornar muito complicada. Dessa forma, existem técnicas de contagem que simplifi- |MP°'+M+°

cam a resolucdo de muitos problemas como, por exemplo, arranjos, permutagdes e combinagdes.

A necessidade de resolu¢do em problemas de contagem vem aumentando com o tempo e uma grande aplica-

¢ao estd em problemas de armazenamento de informagdes em bancos. Por exemplo, ao gerar as senhas para acesso

a conta.

Observe a atividade a sequir:

Tiago precisa cadastrar sua senha bancaria. Para isto necessita criar um cédigo con-
tendo 4 digitos. Como ela tem medo de esquecer a senha, associou sua senha a uma mu-

danca de posicao nas letras do seu nome. Quantas op¢des Tiago possui?

Aﬂo‘kz SuAs
vespostas em
seu caderno

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 15
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MulHimidia

Acabe com sua fome de estudar, veja clicando no link http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/
bitstream/handle/mec/21720/index.html?sequence=13 como estudar matematica pode ser simples
como pedir um lanche! Mergulhe em uma simulacdo onde vocé pode combinar elementos do dia a
dia e é desafiado em meio as combinagdes que realiza.

Outro exemplo:

O aluno Jair esté participando de um concurso de desenhos de bandeiras. Ele estd em duvida de como deve
pintar sua bandeira, e as cores disponiveis no concurso sao verde, vermelha e azul. Veja o que ele fez e as cores dis-

poniveis a seguir.

/\

Sabendo que Jair deve usar uma cor para pintar o interior da estrela e outra cor para pintar a outra parte da

bandeira, determine o nimero de bandeiras possiveis que podem ser feitas com estas cores.
Solugao:

O primeiro passo para resolvermos esta questao é nos colocarmos na posicao do Jair, ou seja, quais sao as

tarefas (etapas) que temos que cumprir para pintar a bandeira.
TAREFA 1: escolher qual cor usar para pintar o interior da estrela. Temos 3 possibilidades: verde, azul ou vermelha.

TAREFA 2: escolher qual cor usar para pintar a parte exterior da estrela. Temos 2 possibilidades, pois 1 cor ja foi

usada restando apenas 2 cores para escolher.

TAREFA1 TAREFA2
3 2




Pelo principio multiplicativo temos 3-2 = 6 possibilidades de montar bandeiras distintas. A seguir mostramos

as 6 bandeiras possiveis.

Exemplo 3: Existem 5 cores disponiveis para pintar a bandeira a seguir de modo que faixas adjacentes ndo

possuam a mesma cor. De quantas maneiras distintas podemos pintar esta bandeira?

TAREFA 1: pintar a primeira faixa: 5 possibilidades, pois podemos usar qualquer uma das 5 cores.
TAREFA 2: pintar a segunda faixa: 4 possibilidades, pois ndo podemos usar a mesma cor usada na primeira faixa.
TAREFA 3: pintar a terceira faixa: 4 possibilidades, pois ndo podemos usar a mesma cor usada na segunda faixa.

Devemos observar que na terceira faixa a cor usada ndo precisa necessariamente ser diferente da cor usada na

primeira faixa, mas apenas diferente da segunda faixa.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 17
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TAREFA1 TAREFA2 TAREFA3
5 4 4

Pelo principio multiplicativo, temos que o total de possibilidades de pintar a bandeira é iguala 5.4 .4 =80.

Agora que vocé ja conhece o Principio Fundamental da Contagem, exercite resolvendo as atividades a seguir.

O mapa abaixo é da América do Sul.

Fonte: http://n.i.uol.com.br/licaodecasa/ensfundamental/geografia/america/amsul_politico.gif

Tendo quatro cores para pintar os paises da América do Sul, determine de quantas
formas distintas podem ser pintados todos estes paises, sabendo que paises adjacentes ndo

podem ter a mesma cor.

Ancte suas
vespostas em
seu caderno



Jogando domindé

Em um jogo de dominé cada peca é formada de dois nimeros de 0 a 6. Sabendo
que uma peca pode conter dois nimeros repetidos, determine quantas pegas tem um do-

miné. E se cada peca tivesse dois nUmeros de 0 a 9, este jogo teria quantas pecas?

Aﬂo"@ SuAS
vespostas em
seu caderno

Gabaritando

Quantos sao os gabaritos possiveis de uma avaliacdo que possui 5 questdes de mul-

tipla-escolha, contendo 4 alternativas em cada questao?

Ano{-w SuAs

Y%Pos'l'ﬂs M
seu caderno

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 19
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S0 se for do seu lado

O casal Amanda e Diego e sua filha Maria Ant6nia vao para um cinema e devem es-
colher trés lugares de uma Unica fila desocupada que possui 6 cadeiras. De quantas formas
eles podem tomar esta decisdao,sabendo que eles devem sentar em cadeiras adjacentes? E

se Amanda e Diego quiserem sentar um ao lado do outro?

Ancte suas
vespostas em
seu caderno

Permutacao simples

Dentro da analise combinatéria podemos generalizar algumas situacoes, conforme a distribuicao dos elementos
em um determinado agrupamento. Uma dessas formas é chamada de Permutacdo. Este tipo de organizacédo diz respeito

aos problemas envolvendo troca (permutacgao) de posicdes entre todos os elementos considerados no grupo.

Um exemplo claro é a escolha de uma senha bancéria. N6s ja vimos o exemplo do Tiago ao escolher a senha
para sua conta. Se ele escolhesse TIGO, por exemplo, cada ordenacao diferente obtida com essas letras sera chamada

de permutacdo com os elementos T, |, G e O, e serdo consideradas senhas diferentes
Outro exemplo que podemos tomar para o estudo das permutagdes é este:

Em uma festa de crianca o animador resolve colocar as 6 criancas, que estdo participando de uma determinada

brincadeira, em fila. Dai surge uma questao, de quantas formas diferentes é possivel colocar estas 6 criancas em fila?
Para resolvermos este problema nos coloquemos na posicao do animador de festa, ele terd que realizar 6 tarefas:

TAREFA 1: escolher uma crianca para ser a primeira da fila: 6 possibilidades, pois pode escolher qualquer uma

das criancas.



TAREFA 2: escolher uma crianca para ser a segunda da fila: 5 possibilidades, pois pode escolher qualquer uma

das criancas que sobrou ap6s a escolha da primeira da fila.

TAREFA 3: escolher uma crianca para ser a terceira da fila: 4 possibilidades, pois ja escolhemos duas criangas e

sobraram quatro.

TAREFA 4: escolher uma crianca para ser a quarta da fila: 3 possibilidades, pois ja escolhemos trés criancas e

sobraram trés.

TAREFA 5: escolher uma crianga para ser a quinta da fila: 2 possibilidades, pois ja escolhemos quatro criancas

e sobraram duas.

TAREFA 6: escolher uma crianca para ser a ultima da fila: 1 possibilidade, pois ja escolhemos cinco criancas e

sobrou apenas uma.

Assim, temos:

TAREFA1 TAREFA2 TAREFA3 TAREFA4 TAREFA5 TAREFA6
6 5 4 3 2 1

Pelo principio multiplicativo, temos que o total de possibilidades de colocar as 6 criancas em fila é igual a

6-5-4-3-2-1 =720.

E importante observarmos que o produto 6-5-4-3-2-1 é o que ja estudamos e se chama fatorial de 6, ou seja,

6-5-4-3:2:1 = 6!

Notemos que, se ao invés de 6 criancas, o problema falasse em 5 criancas o resultado seria 5!, se fossem 4 crian-

cas o resultado seria 4! e assim por diante. De forma geral, se fossem n criancas teriamos n!

Notemos que outra forma de olharmos para este problema seria pensarmos em trocar a ordem dos alunos na

fila, ao fazermos todas as trocas possiveis de posicao entre os alunos teriamos o resultado do problema.

De forma geral, trocar os objetos de posicao entre si significar permutar estes objetos. Na analise combinatoria
chamamos estes tipo de resolugdo de permutacao. E a permutacao de n objetos é calculado como P = n! (lemos:

permutacao de n objetos é igual a n fatorial).

E muito comum resolvermos problemas envolvendo anagramas. Sabe o que é um anagrama?

Anagrama é uma palavra formada pela transposicao das letras de outra.
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Exemplo 5: Quantos sdo os anagramas da palavra SEJA?
Solucao:
Alguns exemplos de anagramas da palavra SEJA sdo SAJE, JESA e etc.

Para sabermos o total de anagramas basta trocarmos as posi¢des das letras entre si, ou seja, é um caso de per-

mutacgao simples. Entdo temos P4 = 4! = 24 anagramas.

Exemplo 6: Quantos sdo os anagramas da palavra LIVRO que:

a) comeg¢am com L ¢) comecam com L e terminam com O
b) terminam com O d) comecam com L ou terminam com O
Solucao:

a) Temos 2 tarefas.
TAREFA 1: a primeira letra da palavra tem que ser L: 1 possibilidade

TAREFA 2: trocar a posicao das outras letras (4 letras): P4 = 4! =24

TAREFA1 TAREFA2
1 4!

Pelo Principio Multiplicativo temos 1-24 = 24 anagramas.
b) Também temos 2 tarefas
TAREFA 1: a dltima letra da palavra tem que ser O: 1 possibilidade

TAREFA 2: trocar a posicao das outras letras (4 letras): P4 =4! =24
TAREFA1 TAREFA2
1 41

Pelo Principio Multiplicativo temos 1-:24 = 24 anagramas.

) temos 3 tarefas
TAREFA 1: a primeira letra da palavra tem que ser L: 1 possibilidade
TAREFA 2: a Ultima letra da palavra tem que ser O: 1 possibilidade

TAREFA 3: trocar a posicao das outras letras (3 letras): P3=3!=6

TAREFA1 TAREFA2 TAREFA3
1 1 3!

Pelo Principio Multiplicativo temos 1-1-6 = 6 anagramas.



d) Como o anagrama pode comecar com L ou terminar com O entdo podemos contar os anagramas que co-
megam por L somar com os anagramas que terminam com O. No entanto, estaremos contando anagramas repetidos,
como por exemplo, LIVRO, LVIRO e etc., ou seja, temos que retirar os anagramas que come¢am com L e terminam com

O.Temos que somar os resultados dos itens A e B e subtrair o item C, isto &, 24 + 24 - 6 = 42 anagramas.

Joana deseja tirar foto dos seus 5 filhos um ao lado do outro, determine de quantas
formas eles podem se organizar para a foto, sabendo que:
a. eles podem ficar em qualquer posicao

b. o mais novo deve ficar em uma ponta e o mais velho na outra ponta (nao ha
gémeos)

c. osfilhos Sergio e Carlos ndo tiram fotos juntos

A/\o‘kz SuAs
vespostas em
seun cadexno

Resumindo

= Fatorial de um nimero n é dado por n! =n-(n - 1)-...2-1

= Principio Multiplicativo: se temos p1 possibilidades para a tarefa T1, p2 possibilidades para a tarefa T2

e assim sucessivamente até pn possibilidades para a tarefa Tn entdo o total de possibilidades é igual a

p1-p2-...pn.

= Permutacdo simples: permutar n objeto entre si é calcular Pn = n!
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Veja Ainda

Para saciar sua curiosidade indicamos os seguintes sites:

http://www.rpm.org.br/conheca/57/contagem.pdf (artigo da RPM n°® 57 de 2005 que trata da histéria da

Analise combinatdria)
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/pasca_l/biografia.htm(vida de Pascal)

http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/pasca_l/pascal.htm(o que é triangulo de Pascal e

suas propriedades)

http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/pasca_l/curios.htm(curiosidades sobre o triangulo

de Pascal)
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Atividade 1

a) 210 b) 120 c) 105

Atividade 2

2x2x5x 3 =60 formas diferentes

Atividade 3

5x4x3x2=120 opgdes

Atividade 4
4 x28x32=2"0%32=9216

Atividade 5

Cada numero corresponde com os demais, assim,

0-0,1,23,45,6
1-1,23,4,5,6
2-234,56
3-34,5,6
4-45,6
5-5,6

6-6

Total 28 pecas. Se os numeros forem de 0 a 9, de maneira analoga, teremos 55 pecas

Atividade 6

4°=1024

Atividade 7

4.31=24 EA4.21.21=16

Atividade 8

a)5!=120 b) 1:311=6

c) 120-41-21=72
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Questio 1

O cédigo de barras, contido na maior parte dos produtos industrializados, consiste num conjunto de varias
barras que podem estar preenchidas com cor escura ou nao. Quando um leitor dptico passa sobre essas barras, a lei-
tura de uma barra c lara é convertida no nimero 0 e a de uma barra escura, no nimero 1. Observe abaixo um exemplo

simplificado de um cédigo em um sistema de cédigo com 20 barras.

Se o leitor dptico for passado da esquerda para a direita ira ler: 01011010111010110001
Se o leitor dptico for passado da direita para a esquerda ira ler: 10001101011101011010

Nosistemadecddigodebarras, paraseorganizaroprocessodeleituradpticadecadacéddigo,deve-selevaremconsi-
deracdoquealgunscédigospodemterleituradaesquerdaparaadireitaigualadadireitaparaaesquerda, comoocddigo

00000000111100000000, no sistema descrito acima.

Em um sistema de cédigos que utilize apenas cinco barras, a quantidade de cédigos com leitura da esquerda

para a direita igual a da direita para a esquerda, desconsiderando-se todas as barras claras ou todas as escuras, é

(A) 14. (B)12. Q8. (D) 6. (E) 4.

Resposta: Letra E
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Comentario: Para a 12 barra temos duas op¢des (clara ou escura) e para Ultima 1 opcdo apenas, pois deve ser
igual a primeira. Para a 22 barra temos 2 opc¢des(clara ou escura) e a penultima barra apenas uma, pois deve ser igual

a segunda. E para a 32 barra temos 2 op¢des(clara ou escura).

Pelo principio multiplicativo, temos 2:2:2:1-1 = 8. No entanto nesta contagem estamos considerando
todas as barras escuras e todas claras, entéo tirando estas duas possibilidades, temos um total de 6 codigos

e assim a alternativa correta é a letra E.

Questio 2

No Nordeste brasileiro, ¢ comum encontrarmos pecas de artesanato constituidas por garrafas preenchidas com
areia de diferentes cores, formando desenhos. Um artesdo deseja fazer pecas com areia de cores cinza, azul, verde e

amarela, mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da paisagem (casa, palmeira e fundo), conforme a figura.

tund®

LY

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul, verde ou amarela; e a
palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo ndo pode ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por

uma questdo de contraste, entdo o numero de variagdes que podem ser obtidas para a paisagem é:
A)6 B)7 Q8 D)9 E)10
Resposta: Letra B

Comentario: Se o fundo for azul, temos 2 possibilidades para a casa e 2 para a palmeira, pelo principio multipli-
cativo temos 1-2:2 = 4 possibilidades. E se o fundo for cinza temos 3 possibilidades para a casa e 1 para a palmeira, pelo
principio multiplicativo temos 1-3-1 = 3 possibilidades. O total de possibilidades é igual a 7, ou seja, a alternativa correta

éaletraB.
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Exercicio 1

Considere o produto dos numeros naturais impares, 19«17« 15+..3« 1:

Como pode ser reescrito utilizando fatorial?

(a) 19! b) 12! Q1 @ 12
20! 18-16-...-2 20

Exercicio 2

(n+1)!+n!_l
(n+2)t 7°

Para qual valor de n ela é verdadeira?

Seja a equacao

Exercicio 3

Uma entidade decidiu padronizar a disposicao de pais e filhos em suas fotos oficiais, assim, determinou que os

filhos devem ficar entre os pais e a esquerda da mae.
Quantas sao as possveis posicoes para a foto de uma familia com trés filhos?

(@)1 (b)6 (c) 24 (d) 120
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Exercicio 4

Muitos sites da internet exigem que suas senhas tenham numeros e letras, em qualquer ordem, para garantir
a seguranca dos dados. Maria decidiu criar uma senha com seis nimeros distintos e duas das letras que compdem o

seu nome, também sem repeticao.
Quantas senhas podem ser criadas desta forma?

(a)4-5! (b)4-6! (©2-9 (d)5-9!

Exercicio 5

Doze amigos vao se formar e desejam guardar de lembranca uma foto de formatura, com os seis menores na

frente sentados, e os seis maiores atras, ambas as fileiras em qualquer ordem.
De quantas maneiras os amigos podem se organizar para a foto?

(a) 6! (b) 2:6! (c) (692 (d)12!

Exercicio 6

Deseja-se pintar uma bandeira com 8 faixas verticais, dispondo de 3 cores, sem que duas faixas consecutivas

sejam da mesma cor.
De quantas maneiras é possivel pintar essa bandeira?

(a) 24 (b) 11! (c) 384 (d) 38

Exercicio 7

Uma secretdria possui 6 camisas, 4 saias e 8 pares de sapatos. Ela deseja se arrumar usando 1 camisa, 1 saiae 1

dos seus pares de sapatos para ir a uma reuniao de trabalho.
De quantas maneiras diferentes ela pode se vestir?

(a) 122 (b) 152 () 172 (d) 192



Exercicio 8

Uma cidade possui 16 linhas diferentes de metré. Uma pessoa esta em uma estacao A e deseja ir a estacao C fazendo

uma parada na estacao B. Passando pelas estacdes A e B temos 4 linhas distintas e de B para C temos 3 linhas distintas.

De quantas maneiras uma pessoa pode tomar o metrd para fazer esse percurso?

Exercicio 9

Deseja-se formar nimeros de quatro algarismos distintos, multiplos de 5, utilizando os algarismos 0; 2; 3; 4; 5; e 6.
Quantos numeros podemos formar?

(a) 108 (b) 120 (c) 130 (d) 140

Exercicio 10

Considere A o conjunto dos numeros que possuem quatro algarismos distintos, entre de 5000 a 9999.
Quantos sdo os elementos A?

(a) 2500 (b) 2520 (c) 3600 (d) 4999

Exercicio 11

Os atuais numeros de telefone celular no Estado do Rio de Janeiro, tém oito nimeros e comecam com 5; 6; 7;

8 ou 9. A partir de novembro serd inserido o digito 9 na frente do nimero de todos os usudrios de telefonia moével.

Quantos novos nimeros de telefone celular poderao ser formados?

Exercicio 12

As placas de todos os veiculos sdo formadas por 7 digitos, 3 letras do alfabeto de A a Z, contando com as letras
k,Y e W, e 4 nimeros de 0 a 9. Porém o que muitos ndo sabem é que as placas obedecem também a um cédigo de

acordo com cada estado. No Rio de Janeiro as placas utilizam os cédigos de KMF0001 até LVE 9999.

Quantas placas diferentes comecam com a sequéncia KM no estado do Rio de Janeiro?
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Exercicio 13

Em uma festa ha cem pessoas, os que chegam apertam as maos dos que ja estao na festa.

Quantos apertos de mao foram dados?

Exercicio 14

Com as letras da palavra PERNAMBUCO foram formados anagramas com as letras PE juntas, nessa ordem, no

inicio e as letras CO juntas nessa ordem.

Quantos anagramas podemos formar?

Exercicio 15

De um grupo de 12 pessoas, 7 mulheres e 5 homens, deve ser formada uma comissdo de 6 pessoas, composta

pelo mesmo nimero de homens e de mulheres.

De quantas maneiras podemos formar essa comissao?



Exercicio 1
A B C
OO0 e
Exercicio 2
A B C
® OO
Exercicio 3
A B C
O ®O
Exercicio 4
A B C
O OO
Exercicio 5

C

ONON
Exercicio 6

A B C
OO0 e

O¢e®

O
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Exercicio 7

OO0 e
Exercicio 8

O @00
Exercicio 9
®000
Exercicio 10

A B

@000

Exercicio 11

-
Quantos numeros existem atualmente? Sao oito digitos, onde o primeiro pode ser um numero de 6 a9, logo séo

4.10-10-10-10-10- 10+ 10 =40.000.000. Inserindo o 9 na frente do nimero, podemos ter como segundo
digito qualquer nimero de 0 a 5, pois de 6 a 9 ja serdo numeros existentes, temos entao 5+ 10+ 1010+ 10 10

- 10+ 10=50.000.000 de numeros novos na telefonia movel.

~N

Exercicio 12

Do F ao Z sdo 20 letras, de 0001 até 9999 sdo 9999 numeros, logo séo possiveis 20 - 9999 tipos de placas, ou seja

199.980 placas distintas.




Exercicio 13

Se cada pessoa apertou a mao de todas as outras pessoas, temos para cada convidado 99 apertos de mao, ja
que um convidado ndo aperta a sua propria mao. Porém o aperto de mao de Aem B é o mesmo que de Bem A,

logo o total de apertos de mao é 100x99/2=4950 apertos de mao.

Exercicio 14

-
PE junto no inicio nédo sera contabilizado, pois ndo mudara de lugar. CO junto nessa posicao contara apenas

como uma letra que poderd se colocar em qualquer parte do anagrama. Logo devemos calcular a permutacéo

de sete letras.

7'=5040

.

~N

Exercicio 15

-
Escolha das mulheres: 7.6 +5 =210

Escolha dos homens: 5.4 <3 =60

O total de comissdes distintas € 210 - 60 = 12600 comissdes.
\§

AR
brevel
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